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Streszczenie

Przestrzenny komponent reprezentacji liczb byt obiektem duzego zainteresowania badaczy
w ciggu ostatnich 20 lat. W badaniach z zakresu psychologii i neuronauki wykazano, Ze repre-
zentacje liczb s3 w sposdb naturalny mapowane w przestrzeni. W niniejszej pracy dokonano
przegladu mozliwo$ci zastosowania wynikéw tych badan w dziedzinie edukacji. Teoretycznie
wskaza¢ mozna 3 obszary takich zastosowan: diagnoza specyficznych trudnosci w uczeniu,
ocena kompetencji matematycznych uczniéw oraz trenowanie zdolnosci matematycznych.
Biorac pod uwage niewielka moc diagnostyczng aktualnie stosowanych metod badawczych
oraz niejednoznaczne wyniki, mozna stwierdzi¢, ze mozliwosci z zakresu diagnozy i oceny
kompetencji sa na chwile obecng ograniczone. Z drugiej strony obiecujgce sa wyniki wstep-
nych badan nad trenowaniem zdolno$ci numerycznych w atrakcyjnej dla dzieci formie.
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Application perspectives of study results on the spatial component
of number representation in education

Abstract

Spatial component of number representation has been broadly investigated during the past
20 years. Numerous studies in cognitive psychology and neuroscience indicate that number
representations are automatically mapped in space. The aim of this paper is to discuss poten-
tial applications of spatial numerical associations in the domain of education. Theoretically,
investigating spatial numerical associations may be useful for: (a) diagnostics of Math defi-
cits, (b) assessment in Math education and (c) developing trainings and tools aimed at im-
proving Math performance. Keeping recent results in mind, it seems that diagnostic power of
spatial numerical associations is limited; nevertheless, possibilities of developing trainings
of spatial mapping of numbers may be a fruitful area of application.
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Uwagi wstepne

W niniejszej pracy przedstawione zostang mozliwosci zastosowania wynikow
badan nad przestrzennym komponentem reprezentacji liczb w nauczaniu mate-
matyki. Przestrzenny komponent reprezentacji liczb jest szeroko eksplorowanym
tematem na polu psychologii poznania matematycznego (mathematical cognition;
przeglad: Wood, Willmes, Nuerk, Fischer 2008; Hubbard, Piazza, Pinel, Dehaene
2005; prace w jezyku polskim: Cipora i Necka, w druku; Mackiewicz 2012), a wyko-
rzystanie wynikéw tych badan w edukacji matematycznej wydaje sie by¢ naturalne.
Mozna wskaza¢ trzy mozliwe obszary wykorzystania badan z tego obszaru i ich wy-
nikéw: (1) diagnoza problemoéw i zaburzen w nabywaniu kompetencji matematycz-
nych; (2) ocena kompetencji matematycznych ucznidw; (3) zwiekszanie efektywno-
$ci nauczania matematyki, zwtaszcza w poczatkowych etapach ksztatcenia.

Przestrzenny komponent reprezentacji liczb - zarys badan

Systematyczne badania nad reprezentacjg liczb rozpoczat juz w XIX w. Galton
(1880). Badat on przy pomocy kwestionariuszy to, w jaki sposéb osoby badane wy-
obrazaja sobie najrézniejsze obiekty. Cze$¢ os6b okreslata, ze liczby wyobraza sobie
jako umieszczone w przestrzeni, najczesciej na linii (czasami prostej, czeSciej za-
krzywionej). Osoby badane wizualizowaly réwniez inne kategorie, ktérych przed-
stawicieli mozna uporzadkowac zgodnie z okreslong kolejnoscia (daty, dni tygodnia,
miesigce) na rézne sposoby, czesto wigzac je z konkretnym miejscem w przestrzeni.
Kolejne dowody na to, ze liczby pomimo tego, Ze stanowia typowe wartosci pro-
pozycjonalne, moga by¢ reprezentowane w sposob analogowy (na przyktad jako
umieszczone na linii) przedstawili Moyer i Landauer (1967). Wykazali oni, Ze czas
poréwnywania dwoéch liczb jest zalezny od réznicy ich warto$ci. Innymi stowy, im
bardziej réznia sie warto$ci poréwnywanych liczb, tym mniej czasu zajmuje bada-
nym ich poréwnanie. Zjawisko to jest analogiczne do uzyskanego przez badaczy
dziatajgcych w nurcie Gestalt efektu dystansu. Efekt ten wystepowat w przypadku
obiektow réznigcych sie pod wzgledem fizycznych charakterystyk (na przyktad dtu-
gosci odcinkéw czy wielkosSci pola powierzchni), stad tez nowe zjawisko nazwano
efektem dystansu numerycznego. Poréwnanie wynikow Moyera i Landauera (1967)
z odkryciami Gestaltystow wskazuje wyraznie, ze liczby nie sa reprezentowane
w sposdb, w jaki sg traktowane w twierdzeniach matematycznych, gdzie tozsamos¢
ma charakter zero jedynkowy (dwie liczby sa rowne lub rézne; por. Cohen Kadosh,
Lammertyn, Izard 2008). Restle (1970) jest zdania, Ze owa analogowa reprezentacja
jest zorganizowana liniowo. UZywa on przyjetego przez pézniejszych badaczy ter-
minu mentalna os liczbowa.

Punkty na mentalnej osi liczbowej nie sg rozmieszczone liniowo, a logarytmicz-
nie. Dowodem na takie uporzadkowanie jest m.in. efekt rozmiaru. Osobom badanym
tatwiej jest (czasy reakcji sg krétsze, a proporcja btedéw mniejsza) poréwnywac ze
soba mate liczby niz duze liczby, mimo tego, ze bezwzgledna réznica miedzy nimi
jest taka sama. Ten sam efekt mozna zaobserwowac¢ zaréwno dla zapisu cyfrowe-
go jak i dla zbioréw elementéw (Dehaene, Dupoux, Mehler 1990; przeglad roz-
nych modeli reprezentacji liczb: Brysbaert 1995; Fayol i Seron 2005). Jak postuluje
Dehaene (2001) efekt ten wynika stad, ze ludzie jako gatunek posiadajg ewolucyjne
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mechanizmy szacowania i operowania na liczebno$ciach zwane instynktem nu-
merycznym (number sense). Edukacja matematyczna bazuje na pierwotnych, nie-
doktadnych reprezentacjach i je rozwija. Niedoktadne szacunkowe reprezentacje
liczebnosci zostajg w toku ksztatcenia potaczone z konkretnymi etykietami wizual-
nymi (cyfry i liczebniki) oraz dzwiekowymi (Dehaene 2001).

Zwiazki liczb z przestrzeniag przy uzyciu metody chronometrycznej wykazali
Dehaene, Bossini i Giraux (1993). Udowodnili oni, ze reakcje na liczby o wiekszej
wartosci sg szybsze po prawej stronie ciala, natomiast reakcje na liczby o matych
wartos$ciach sg szybsze po stronie lewej. Efekt ten wystepuje nawet wtedy, gdy war-
tos¢ liczby nie jest czynnikiem decydujacym o tym, jaka osoba badana ma wyko-
nac reakcje (sposob reagowania moze zaleze¢ na przyktad od parzystosci prezen-
towanej liczby, a nawet tego, czy jest ona napisana prostg czcionkg czy kursywa;
Lammertyn, Fias, Lauwereyns 2002). Zadaniem, w ktorym wielkos¢ liczby stanowi
kryterium reakcji i w ktéorym réwniez obserwowany jest powyzszy efekt, jest po-
réwnywanie prezentowanej liczby ze statym lub zmieniajacym sie z préby na probe
kryterium. Na okreslenie opisywanego tu zjawiska uzywa sie terminu efekt SNARC
(Spatial Numerical Association of Response Codes). Jego polskie ttumaczenie ,zalez-
nos¢ przestrzenna miedzy liczbg a rodzajem odpowiedzi” proponuje Mackiewicz
(2012). Jedno z podstawowych wyjasnien tego efektu odnosi sie do hipotezy men-
talnej osi liczbowej, ktora jest zorientowana zgodnie z kierunkiem pisania (por.
Dehaene i wsp. 1993). W zwigzku z tym w kulturach, w ktérych obowiazuje zapis od
prawej do lewej strony, kierunek efektu SNARC jest odwrdcony (por. Zebian 2005).
Wyniki tych badan zdajag sie wspiera¢ twierdzenie na temat analogowej, liniowej
organizacji reprezentacji liczb, dajac dodatkowo wskazéwke na temat tego, jaki jest
kierunek mentalnej osi liczbowe;j.

0 potencjalnych walorach diagnostycznych efektu SNARC swiadczy¢ moze
bardzo duze zrdéznicowanie indywidualne w zakresie tego zjawiska. Sam SNARC
wystepuje u okoto 70% osdéb badanych (por. Cipora i Necka, w druku). W litera-
turze przedmiotu mozna znalez¢ sugestie, ze SNARC jest stabszy u oséb biegtych
w zakresie matematyki (Dehaene i wsp. 1993 eksp. 1, Fischer i Rottmann eksp. 1).
Niemniej jednak réznice te sg tendencja i nie osiggajg istotnos$ci statystyczne;.
Badanie z udziatem znacznie wiekszej liczby oséb badanych i wykorzystaniem bar-
dziej rzetelnego zadania nie wykazato zwigzkéw miedzy poziomem kompetencji
w zakresie matematyki, a wielko$cig efektu SNARC (Cipora, Czernecka, Zelechowska
i Szewczyk 2011).

Aktywacja przestrzennej reprezentacji nie jest uzalezniona od motoryki rak
i nastepuje automatycznie. Fischer, Castell, Dodd i Pratt (2003) wykazali, Ze spo-
strzeganie centralnie prezentowanej liczby powoduje ukryte przesuniecie uwagi
(covert shift of attention), ktérego kierunek jest zalezny od wartosci tej liczby. Liczby
o duzej wartosci przyspieszaty detekcje bodzca wzrokowego pojawiajacego sie po
prawej stronie, a liczby o matej wartosci - bodzca po lewej stronie. Dziato sie tak
pomimo tego, Ze liczby nie miaty wartosci predykcyjnej dla pézniejszej lokalizacji
bodzca. W pdzniejszych badaniach Fischer, Ellis, Cangelosi, Mychakov (2011) wyka-
zali, Ze prezentacja liczby prowadzi do samoistnych mikrosakkad w odpowiednim
kierunku (w lewo po prezentacji liczby o matej wartosci, w prawo po prezentacji
liczby o duzej wartosci).
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Poza reprezentacjami samych liczb, wykazano réwniez, ze wykonywanie sza-
cunkowych obliczen w zaleznosci od rodzaju operacji prowadzi do réznego rodzaju
btedu (Knops, Viarouge, Dehaene 2009). Odejmowanie prowadzi do niedoszacowa-
nia wyniku, a dodawanie do jego przeszacowania. Efekt ten wystepowat zaréwno
w przypadku operowania zapisem symbolicznym (cyfry arabskie), jak i niewerbal-
nym (liczebno$ci zbioru). Wykazano rowniez, ze podczas obliczen umystowych ak-
tywowane s3a czes$ci mézgu odpowiedzialne za ruch oczu. Wzorzec pobudzenia tych
osrodkéw dla dodawania jest podobny do wzorca ruchu w prawo, a dla odejmowa-
nia - ruchu w lewo (Knops, Thirion, Hubbard, Michel, Dehaene 2009).

Analogiczne efekty mozna zaobserwowac w zadaniach typu line bisection. Prosi
sie w nich osoby badane o podzielenie na pé6t prezentowanych odcinkéw ztozonych
z liter badz cyfr. Jesli linia sktada sie z cyfr o matych warto$ciach, osoby badane
wskazujg jako $rodek miejsce znajdujace sie po lewej, a gdy linia sktada sie z cyfr
o duzych wartosciach wskazuja miejsce umieszczone bardziej po prawej stronie
w stosunku do wskazan z warunku kontrolnego jakim jest linia sktadajaca sie np.
z liter ,,x” (por. Hubbard i wsp. 2005).

Na podstawie przedstawionych wyzej wynikow badan mozna wnioskowac, ze
aktywacja przestrzennego komponentu reprezentacji liczb jest naturalnym aspek-
tem przetwarzania informacji zwigzanych z liczebnoscia. Szczegoélnie istotne zna-
czenie ma tutaj obserwacja, ze wystepuje ona w sytuacjach, w ktérych powigzanie
konkretnych wartos$ci z przestrzenia nie zostaje bezposrednio wzbudzone przez
instrukcje zadania.

[stnienie reprezentacji przestrzennej, zgodnie z argumentacja Dehaene’a (2011)
mozna ttumaczy¢ w ten sposob, ze ludzki mézg nie jest ewolucyjnie przystosowa-
ny do operowania na abstrakcyjnym materiale jakim s3 liczby. Nie wyksztatcity sie
bowiem struktury, ktére mogltyby odpowiada¢ za operowanie na takim materiale.
W zwigzku z tym, do przetwarzania tego rodzaju informacji wykorzystywane s3
struktury odpowiadajgce za przetwarzanie informacji o przestrzeni, zwtaszcza w re-
jonie ptatéw ciemieniowych moézgu. Dehaene, Piazza, Pinel, Cohen (2005) wskazuja,
ze najbardziej zaangazowane w operacje zwigzane z przetwarzaniem informacji licz-
bowych sg obwody neuronowe mieszczgce sie w sSrodkowej czesci bruzdy $rddcie-
mieniowej (Horizontal Intraparietal Sulcus HIPS).

Z drugiej strony nalezy zaznaczy¢, Ze przestrzenny komponent reprezentacji
liczb nie jest trwaty i niezmienny i do pewnego stopnia jest uzalezniony od wa-
runkéw zadania. Przyktadowo, w zaleznosci od tego czy liczby 4 i 5 pojawiaja sie
w zestawie 1-5 czy w zestawie 4-9, wzorce czasow reakcji dla tych liczb mogg by¢
charakterystyczne dla duzych badz dla matych liczb (przewaga prawej badz lewej
reki; Dehaene i wsp. 1993, eksp. 3). Ponadto, w pewnych warunkach eksperymen-
talnych mozliwe jest tymczasowe odwrdcenie kierunku efektu SNARC (Bachtold,
Baumuller, Brugger 1998), ostabienie (Fischer, Mills, Shaki 2010), czy tez uzalez-
nienie jego kierunku od pozycji danej liczby w zestawie bodZcow, a nie jej wielkosci
liczbowej (van Dijck i Fias 2011). Jak konkluduja Satens i Gevers (2008) z efektu
SNARC nie mozna wnioskowac¢ na temat istnienia mentalnej osi liczbowej. Zdaniem
tych autoréw, w czasie wykonywania zadania, w ktérym mozna zaobserwowac
efekt SNARC, bodZce sg kategoryzowane dychotomicznie (np. duzy versus maty itp.)
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i dopiero efekt tej kategoryzacji jest mapowany przestrzennie. Podobnego zdania sa
tez Gevers, Verguts, Reynvoet, Caessens, Fias (2006).

Przestrzenny komponent reprezentacji liczb w perspektywie rozwojowej

Patro i Haman (2012) wykazali przestrzenne mapowanie liczb juz u dzieci
w wieku przedszkolnym, nie umiejacych jeszcze ani czytac ani liczy¢. Dzieci (Srednia
wieku 4 lata) reagowaly szybciej na mniej liczne zbiory, gdy te znajdowaty sie po le-
wej stronie, podczas gdy na bardziej liczne zbiory reagowaty szybciej, gdy te znajdo-
waty sie po prawej stronie. Na podstawie wynikéw tego badania mozna przypusz-
cza¢, ze ksztattowanie przestrzennych reprezentacji nie jest nieroztgcznie zwigzane
z kierunkiem czytania oraz czynnikami zwigzanymi z edukacja matematyczna.

Efekt SNARC zaobserwowa¢ mozna juz u dzieci w pierwszej Klasie szkoty pod-
stawowej (w wieku 7 lat), co wykazali van Galen i Reitsma (2008). Uzywali oni zada-
nia odnoszacego sie wprost do wielkosci liczby. Tym samym podwazyli wcze$niej-
sze ustalenia, zgodnie z ktéorymi SNARC pojawia sie dopiero w wieku 9 lat (Berch,
Foley, Hill, Ryan 1999). Berch i wsp. stosowali bowiem ocene parzystosci nie odno-
sz3ca sie wprost do wartosci liczbowej. W zwigzku z tym van Galen i Reitsma (2008)
twierdza, ze wiek podany przez Bercha i wsp. (1999) to w rzeczywistosci okres,
w ktérym na skutek wzmozonego kontaktu z liczbami pojawia sie automatyczna ak-
tywacja reprezentacji wielkosci liczbowej. Podsumowanie wynikéw przedstawio-
nych wyzej badan zamieszczono w tabeli 1.

Tabela 1. Rozwdj efektu SNARC w okresie szkoty podstawowe;.
Opracowanie wtasne na podstawie Berch i wsp. (1999) oraz van Galen i Reitsma (2008)

Klasa | $redni wiek SNARC - poréwnywanie wielkosci | SNARC - ocena parzystosci
(van Galen i Reitsma 2008) (Berch i wsp. 1999)

1 7,0 lat TAK -

2 8;0lat/ 7,9 lat TAK NIE

3 9;2 lat TAK TAK

4 9;10 lat - TAK

6 11;8 lat - TAK (ostabiony)

8 13;7 lat - TAK (ostabiony)

Wydaje sie, ze w przypadku wykonywania konkretnego zadania zwigzanego
z miejscem danej liczby na kontinuum mapowanie przestrzenne pojawia sie bar-
dzo wczes$nie. Automatyczne mapowanie liczb w przestrzeni bez wzgledu na rodzaj
zadania pojawia sie pdézniej. Zaznaczy¢ jednak nalezy, Ze juz Berch i wsp. (1999)
nie odrzucajg mozliwosci przestrzennego mapowania reprezentacji wielkosci liczby
u mtodszych dzieci.

Przestrzenny komponent reprezentacji liczb nie zanika wraz z osiggnieciem
dorostosci. Cztowiek osiggajac stadium operacji formalnych, w ktérym zgodnie
z teorig Piageta (por. Kielar-Turska 2000) powinien by¢ zdolny wykonywac¢ opera-
cje na materiale symbolicznym, teoretycznie nie potrzebuje juz reprezentacji prze-
strzennych. Wyniki badan wskazuja wrecz na przeciwng tendencje. W okresie do-
rostosci wraz z wiekiem sita efektu SNARC wzrasta (Wood i wsp. 2008). Zjawisko to
mozna ttumaczy¢ przynajmniej na 3 sposoby. Po pierwsze, wzrasta do§wiadczenie
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w tgczeniu liczb z przestrzenia. Ma to miejsce poprzez kontakt z réznego rodzaju
graficznie przedstawionymi osiami liczbowymi i innymi formami zapisu, gdzie mate
liczby wystepuja po lewej stronie, podczas gdy duze liczby po prawej. Po drugie,
z wiekiem zmniejsza sie sprawnos¢ funkcji kontrolnych. W zwigzku z tym ostabia
sie rowniez mechanizm hamowania narzucajgcej sie reakcji. Co za tym idzie wydtu-
7ajg sie czasy reakcji w warunku, w ktérym osoba badana ma zareagowa¢ w sposéb
niezgodny z naturalnym mapowaniem, czyli w odpowiedzi na liczbe mata zareago-
wac przyciskiem po prawej stronie, lub w odpowiedzi na liczbe duzg - przyciskiem
po lewej. Po trzecie, z wiekiem wzrastajg czasy reakcji. Jak wykazali Gevers i wsp.
(2006), efekt SNARC jest silniejszy u 0so6b, ktore reagujg wolniej. Wyniki te potwier-
dza réwniez Wood i wsp. (2008).

Warto zaznaczy¢, ze wiedza matematyczna w oKkresie przedszkolnym, réwniez
wigzaca sie z wigzaniem liczebnosci obiektéw z konkretnymi cyframi, stanowi bar-
dzo dobry predyktor pdzniejszych osiggnie¢ szkolnych w zakresie matematyki, na-
wet na poziomie szkoly $redniej. Co wiecej pozwala ona niemal dwukrotnie lepiej
przewidywac pézniejsze osiaggniecia matematyczne, niz znajomos¢ liter p6zniejsza
sprawno$¢ czytania (Siegler 2009).

P6zny wiek przedszkolny i wczesny szkolny stanowi okres krytyczny, w kto-
rym ksztattowane jest pojecie liczby oraz liczebnosci. Dziecko zaczyna rozumiec, ze
cyfrom odpowiadaja konkretne liczebnos$ci (Wilson, Dehaene, Pinel, Revkin, Cohen,
Cohen 2006a). W tym okresie rowniez dzieci sg szczegdlnie wrazliwe na interwen-
cje majgce na celu wspomaganie rozwoju.

W zakresie zwigzkdow liczb z przestrzenia, w tym witasnie okresie naturalna lo-
garytmiczna reprezentacja wielkosci liczbowych jest systematycznie zastepowana
przez reprezentacje liniowg. Sposéb organizacji takiej reprezentacji bardzo tatwo
mierzy¢ zadaniem szacowania na osi liczbowej. Osoba badana ma narysowang o$
liczbowa z oznaczonymi konicami i ma na niej zaznaczy¢ odpowiednig warto$c¢ (jak
narys. 1, por. tez Siegler i Ramani 2011).

0,123

37

0 100

Rycina 1. Szacowanie na osi liczbowej (number line estimation) — przyktadowe préby. Zadanie osoby
badanej polega na tym, zeby mozliwie jak najdoktadniej zaznaczy¢ na osi podang wyzej wartos¢. Opra-
cowanie wtasne na podstawie Schneider i wsp. (2009)

Poprawno$¢ i liniowo$¢ oszacowan wzrasta z wiekiem (por. Fischer, Moeller,
Bientzle, Cress i Nuerk 2010). W czasie rozwoju u tego samego dziecka reprezenta-
cjaliczb z zakresu 1-10 moze mie¢ charakter liniowy, a liczb z zakresu 1-1000 nadal
logarytmiczny (Siegler 2009). Co wiecej, liniowo$¢ mentalnej osi liczbowej wiaze
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sie z poziomem osiggnie¢ matematycznych w zakresie artymetyki, efektywnoscia
zapamietywania liczb, czy ogélnymi wynikami testow matematycznych. Korelacje
osiggaja wartosci 0,5-0,6 (por. Siegler 2009, Siegler i Ramani 2011). Mozna znalez¢
réwniez dowody na to, ze zdolnosci szacowania na osi liczbowej sg przyczynowo
zwigzane z bardziej ztozonymi umiejetnos$ciami (por. Siegler i Booth 2005).

Mozliwosci wykorzystania przestrzennego komponentu reprezentacji liczb
W nhauczaniu matematyki

Jak wspomniano w poczatkowej czesci pracy, mozna wyrézni¢ 3 potencjalne
zastosowania wynikow badan nad przestrzennym komponentem reprezentacji
liczb w nauczaniu matematyki: (1) diagnoza probleméw z uczeniem sie; (2) ocena
kompetencji matematycznych ucznidéw; (3) tworzenie narzedzi wspomagania roz-
woju kompetencji matematycznych u dzieci. Zostang one oméwione w dalszej czesci
niniejszej pracy.

Diagnoza trudnosci w uczeniu sie i ocena umiejetnosci matematycznych

Bachot, Gevers, Fias i Roeyers (2005) wykazali, ze efekt SNARC nie wystepu-
je u dzieci z zaburzeniem wzrokowo-przestrzennym (VSD, visuospatial disability).
Pojawit sie natomiast u nich efekt dystansu. Autorzy konkluduja, ze zaburzenie
zdolnoSci reprezentowania wartos$ci liczbowych na mentalnej osi liczbowej moze
stanowi¢ mediator zwigzku miedzy deficytami wzrokowo-przestrzennymi i deficy-
tami w zakresie zdolnos$ci do operowania liczbami.

Wynik powyzszego badania sugeruje, ze efekt SNARC i jego wielkos¢ moga by¢
zwigzane z poziomem kompetencji w matematyce. By¢ moze w okresie dziecinstwa
i adolescencji zwigzki te s3 silniejsze niz w wieku dorostym. Temat zwigzku efektu
SNARC oraz efektu dystansu numerycznego z poziomem kompetencji w matematy-
ce zostal podjety w badaniach Schneidera, Grabnera i Paetscha (2009). Badacze ci
sprawdzali zwiazki miedzy poziomem osiggnie¢ szkolnych z matematyki u dzieci
w klasach 5 i 6 a: (1) efektem dystansu; (2) efektem SNARC; (3) wiedza na temat
utamkéw dziesietnych; (4) inteligencja numeryczng. Wyniki tego zakrojonego na
duza skale badania (N = 429) wskazuja, ze wiedza matematyczna, inteligencja nume-
ryczna i zdolno$¢ szacowania na osi liczbowej sg dobrymi predyktorami osiagnie¢
w zakresie matematyki, natomiast efekt dystansu i efekt SNARC nie sa niemal w og6-
le z nim zwiazane. Autorzy pracy dyskutuja ze stwierdzeniem Dehaene’a (2001), iz
poziom kompetencji i osiggnie¢ w zakresie matematyki jest zdeterminowany tym,
jak bardzo w danej kulturze liczby zwigzane s3g z przestrzenia. Zdaniem autoroéw,
jesli powiazanie liczb z przestrzenia jest potrzebne, to tylko na nizszych poziomach
rozwoju kompetencji matematycznych, zwtaszcza, gdy operacje wykonywane sa
gtoéwnie na liczbach naturalnych. Pézniej, gdy konieczne jest operowanie utamka-
mi, kluczowego znaczenia nabierajg konkretna wiedza oraz zdolnos$ci poprawnego
szacowania.

Cho¢ szacowanie na osi liczbowej stanowi dobry predyktor innych umiejetno-
$ci matematycznych, wydaje sie, Zze jego przydatno$¢ diagnostyczna na obecnym
etapie jest ograniczona. Pomimo stosunkowo wysokich korelacji z innymi miara-
mi kompetencji matematycznych, rzetelnos$¢ ich oceny na podstawie poprawnosci
szacowania na osi liczbowej prawdopodobnie nie jest zbyt wysoka. Tym bardziej
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problematyczne wydaje sie poréwnanie dopasowania odpowiedzi danej oso-
by do funkgcji liniowej i logarytmicznej. W obu przypadkach sg one dos¢ wysokie
(R? powyzej 0,8; por. Siegler i Booth 2005). Tym samym ciezko o kategoryczne
rozstrzygniecia w zakresie diagnozy indywidualnej. Aby tego typu rozwigzania
byly mozliwe, konieczne jest opracowanie zadan o odpowiednich wtasciwosciach
psychometrycznych.

Wczesna interwencja i wspomaganie rozwoju kompetencji matematycznych

Pierwszy rodzaj interwencji mozna zaczerpna¢ z badania Fischer i wsp. (2010),
w ktérym to dzieci w wieku przedszkolnym wykonywaty zadanie wymagajace wia-
zania liczb z przestrzenia. Polegato ono na poréwnywaniu prezentowanych liczb
lub liczebnosci (zbiory) z kryterium np. liczbg 5. W warunku eksperymentalnym
dzieci miaty za zadanie skaka¢ w lewo (jesli liczba byta mniejsza od kryterium) lub
w prawo (jesli byta wieksza od kryterium). Wykorzystano cyfrowa mate, przy po-
mocy ktérej rejestrowano ruchy dzieci. W warunku kontrolnym dzieci wykonywaty
na dotykowym ekranie komputera podobne zadanie®. W kazdym warunku trening
obejmowat 3 sesje po 64-72 préby. Jedna sesja trwata okoto 15 minut. Przed pierw-
szym rodzajem treningu, po nim oraz po drugim rodzaju treningu mierzono zdol-
nosci matematyczne. Okazato sie, Ze ¢wiczenia angazujace motoryke catego ciata
prowadza do poprawy poziomu szacowania na osi liczbowej oraz zdolno$ci liczenia
takich jak liczenie dwéjkami, liczenie do tytu itp. Takiej poprawy nie zaobserwowa-
no w grupie kontrolnej. Co szczeg6lnie warte odnotowania, liczenie dwdéjkami czy
liczenie do tytu nie odnosza sie wprost do potaczenia wartosci liczbowych z prze-
strzenia. Niestety, nadal kwestia otwarta pozostaje trwato$¢ skutkéw takiego od-
dzialywania, gdyz autorzy badania nie przeprowadzili odroczonego posttestu.

Co warto podkresli¢, przeprowadzenie opisanego wyzej treningu jest bardzo
proste i nie wymaga zaangazowania duzych $srodkéw. Wydaje sie zatem zasadne
rozwazenie mozliwo$ci wprowadzenia tego rodzaju interwencji w edukacji przed-
szkolnej. Tego typu trening moze sta¢ sie elementem standardowych zaje¢ rucho-
wych bedacych statym elementem zaje¢ przedszkolnych. Wymagatoby to pewnych
modyfikacji procedury zastosowanej w oryginalnym badaniu wynikajacych z kwe-
stii organizacyjnych i logistycznych. Propozycje takich modyfikacji przedstawiono
ponizej.

W oryginalnym badaniu bodZce byty prezentowane na podtodze bezposrednio
przed dzieckiem (sam trening byt przeprowadzany indywidualnie). W warunkach
przedszkola mozna stosowac rzutnik multimedialny i prezentowa¢ bodZce z przo-
du. Trening moze by¢ przeprowadzany grupowo. Niemniej jednak w warunkach tre-
ningu grupowego nalezatoby rozwazy¢ zwiekszenie liczby treningow.

Ciekawa mozliwo$¢ wykorzystania wynikéw badan psychologicznych i tych
prowadzonych w zakresie neuronauki stanowig adaptacyjne gry komputerowe.
Umozliwiajg one intensywny trening zdolnos$ci, bedacych podstawa ksztattowania
sie kompetencji matematycznych. Wartym uwagi narzedziem tego rodzaju jest gra
The Number Race (Wilson i wsp. 2006a). Od niedawna dostepna jest polska wer-
sja tej gry pod tytutem Wyscig liczb - The Number Race (szczeg6étowy opis: Cipora

2 Badanie odbywato sie w uktadzie wewnatrzgrupowym, kolejnos¢ treningéw byta zba-
lansowana miedzy osobami badanymi.
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i Szczygiet, w recenzji). Mozna ja pobrac ze strony Source Forge. Poprzez bardzo
duza liczbe powtérzen zadania poréwnywania liczb i liczebnosci gra wzmacnia
powigzania miedzy réznymi formami zapisu liczebnosci (zbiory elementéw, cyfry
arabskie, liczebniki w formie dzwiekowej), ¢wiczy proste operacje arytmetyczne
oraz sprzyja ich automatyzacji. Dodatkowo wzmacniane sg powigzania liczb z prze-
strzenia. Duzym walorem gry jest to, ze dzieki tzw. adaptacyjnemu algorytmowi do-
stosowuje aktualny poziom trudnosci zadan do poziomu umiejetnosci gracza. Gra
jest przeznaczona dla dzieci w p6znym wieku przedszkolnym i wczesnoszkolnym.
The Number Race zostata opracowana jako narzedzie wczesnej interwencji w dys-
kalkulii rozwojowej, niemniej jednak mozna jag wykorzystywa¢ do wspomagania
rozwoju kompetencji matematycznych u dzieci nie przejawiajacych specyficznych
trudno$ci w uczeniu sie matematyki (Wilson i wsp. 2006a; Wilson, Revkin, Cohen,
Cohen, Dehaene 2006b; Wilson, Dehaene, Fayol 2009; Riasanen, Salminen, Wilson,
Aunio, Dehaene 2009; przeglad wynikéw dotychczas przeprowadzonych badan
skutecznosci gry: Cipora i Szczygiel, w recenzji). Jak wykazuja wyniki badan z wy-
korzystaniem podobnego narzedzia, gry Rescue Calcularis (Kucian i wsp. 2011),
korzystanie z gry przynosi korzystne rezultaty u wszystkich dzieci, zaréwno tych,
u ktdérych zdiagnozowano dyskalkulie rozwojowa jak i u zdrowych dzieci z grupy
kontrolnej. Co wiecej, zmiany obserwowano nie tylko na poziomie behawioralnym
(rozwigzywanie problemow matematycznych), ale rdwniez na poziomie wzorca
aktywnosci mézgu. Stwierdzono wzrost aktywacji struktur wyspecjalizowanych
w przetwarzaniu liczb, a spadek aktywnosci tych, ktére sg odpowiedzialne za og6l-
ne procesy kontroli poznawczej.

Jako kolejny rodzaj interwencji Siegler (2009) wskazuje gry planszowe. Po-
dobnie jak w standardowych grach tego rodzaju, dziecko losuje liczbe i przemieszcza
sie o odpowiednig liczbe p6l na planszy. Gra pomaga wyksztatci¢ liniowa reprezen-
tacje liczb, ktéra zastepuje naturalnie wystepujaca reprezentacje uporzadkowang
logarytmicznie. W grze, pole zawierajace kazda liczbe ma te samg wielkos¢, a war-
tos¢ liczbowa danego pola jest wprost proporcjonalna do liczby ruchéw i wypowie-
dzianych nazw liczb koniecznych by do niego dotrze¢ czy tez do czasu jaki uptynat
od rozpoczecia rozgrywki. Najlepsze rezultaty osiaggano w przypadku liniowego
uporzadkowania planszy (Siegler i Ramani 2009). Trening z wykorzystaniem gier
planszowych jest bardzo prosty i tani (w badaniach interwencja obejmowata zale-
dwie 4 sesje gry prowadzone indywidualnie z eksperymentatorem, kazda po okoto
15-20 minut). Gra/trening przynosi bardzo dobre rezultaty, w zakresie zar6wno
szacowania na osi liczbowej jak i poréwnywania liczb, liczenia, czy identyfikacji
cyfr. Z interwencji tego rodzaju wieksze korzysci odnosza dzieci, ktére poczatko-
wo przejawiaja wieksze trudnosci w opanowywaniu podstaw matematyki (Ramani
i Siegler 2011). Co wiecej, efekty interwencji obserwowano nawet 2 miesigce po
jej zakonczeniu (Ramani i Siegler 2008). Podobne wyniki uzyskano réwniez w ba-
daniach prowadzonych w Europie (Whyte i Bull 2008). Dostepne do bezptatnego
wykorzystania sg polskie odpowiedniki gier zastosowanych w cytowanych wyzej
badaniach Sieglera i wspotpracownikéw, wraz z gotowym do wydrukowania zesta-
wem materiatow.
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Podsumowanie

Perspektywy wykorzystania badan nad przestrzennym komponentem re-
prezentacji liczb w celach diagnostycznych i do oceny zdolno$ci matematycznych,
przynajmniej na obecnym etapie wydaja sie by¢ ograniczone. Problemem pozostaje
opracowanie zadan o wtasciwosciach psychometrycznych odpowiednich do pro-
wadzenia indywidualnej diagnozy. Ocenianie sprawnoS$ci instynktu numerycznego
i wykorzystanie go jako sktadnika oceny z matematyki wydaje sie bardzo kontro-
wersyjne. ZdolnoSci te, s determinowane przez bardzo wiele czynnikéw $rodo-
wiskowych, zwtaszcza w okresie przedszkolnym. Siegler (2009) wymienia miedzy
innymi duza dysproporcje w zakresie tych zdolno$ci w zaleznosci od statusu spo-
teczno-ekonomicznego rodziny (por. tez: Wilson i wsp. 2006ai2006b; Wilson i wsp.
2009; Rasanen i wsp. 2009).

Najbardziej obiecujacy i réznorodny wydaje sie trzeci obszar zastosowania
a mianowicie trening zdolno$ci matematycznych, zwtaszcza we wczesnych etapach
edukacji, kiedy to ksztattowane jest pojecie liczby. Opisane wyzej interwencje s3 sto-
sunkowo tatwe do przeprowadzenia, nie wymagaja specjalistycznego przygotowa-
nia ze strony oséb, ktére maja je prowadzi¢. Moga one by¢ prowadzone zaréwno na
terenie szkoty/przedszkola jak réwniez w formie indywidualnej pracy z dzieckiem
w domu. Co wiecej, ich przeprowadzenie nie wymaga poswiecenia duzej ilosci czasu
ani innych zasobdw. Potrzebne materialy mozna darmowo pobrac z Internetu.

Wymienione wyzej treningi sg dla dzieci atrakcyjne (angazowanie motoryki
catego ciata, aktywno$¢ ruchowa i ludyczny charakter, mozliwo$¢ wspélnej zabawy
z 0soba dorosta, czy korzystanie z gry komputerowej). Dodatkowo wyniki badan
nad skutecznos$cia takich treningéw wskazujg zaréwno na zasadno$¢ tego rodzaju
interwencji jak i sktaniaja do tego, by badania nad nimi byty kontynuowane. Warto
by dalsze badania majace na celu weryfikacje efektywnosci wyzej opisanych me-
tod i im podobnych oraz ich udoskonalenie zostaly podjete réwniez przez polskich
badaczy. Wazne jest rowniez, aby wiedza na temat juz dostepnych narzedzi byta
bardziej powszechna wsrdd praktykow.
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